CHAPITRE 1
Démonstration par récurrence

I - LE PRINCIPE DE RECURRENCE

EXEMPLE

Plusieurs personnes sont réunies dans une piéce, combien de poignées de mains sont nécessaires pour que
tout le monde se soit salué?

EXEMPLE
On place des points sur un cercle et on les relit tous entre eux, combien de zones dans le cercle sont ainsi
crées ?

etc...

r Raisonnement par récurrence
Soit une propriété & définie sur N. Si :
1. la propriété est initialisée a partir d’un certain rang ng :
P (ng) est vraie
2. la propriété est héréditaire & partir d’un certain rang ng (c’est a dire que pour tout nombre n plus
grand que ng) :
Si Z(n) est vraie alors Z(n + 1) est vraie

Alors la propriété est vraie a partir du rang nyg.

Vocabulaire

La propriété &(n) est appelée hypothése de récurrence.

II - DEFINITIONS ET GENERALITES

A) GENERATION D’UNE SUITE

\ REMARQUE

(=

Définition Il y a plusieurs fagons de définir une suite :
Une suite réelle est une fonction de N dans R e Explicitement : c’est a dire en fonction de n.
définie a partir d'un rang ni,i; € N (souvent e Implicitement et en particulier les suites défi-
Ninit = 0 ou 1). nies par récurrence : on donne un ou plusieurs

termes initiaux et une relation de récurrence,
c’est a dire un terme de la suite en fonction
du (ou des) termes précédent(s).

On note (Un)n>ny,, (pPlusrarement u). Pour n €
N, 'image de n par u est noté wu, plutdt que
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B) SUITES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES

Suite arithmétique de raison | Suite géométrique de raison ¢
r et de premier terme ug et de premier terme vg
Définition par récurrence Up41 = Up + T Un+1 = Un X g
_ _ n
Définition explicite Up =Up + N XT Up = Vo X ¢
Relati d = Un = vp X ¢"7F
elation entre deux termes u, et u, Uy =vp+(n—p)xr n = Up
Somme des premiers termes vt 1 gt
0 _
n Sp=(n+1)x —— Sn = Vo X T —
Sy, = Zk:o Uk 2 q
:u0+u1++un

IIT - SENS DE VARIATION

B) DETERMINATION DE LA VARIATION

A) SUITE MONOTONE
1) Up+1 — Un

r ’ s, ( A
Définition W Propriété
Soit (uy,) une suite de nombres réels. On dit Si I’on réussit & déterminer que :

ue : . .
a ® u,11 — u, > 0 alors la suite est crois-

e La suite (un) est croissante lorsque sante ;

> r ntier 4cT0i
Unp+1 2 Upn pour tout entier n ® u,11 —uy, < 0 alors elle est décroissante.

L J

e La suite (u,) est décroissante lorsque
Up4+1 < Up POUr tout entier n

e La suite (uy,) est monotone si elle est crois-

un+1
sante ou décroissante. 2) lorsque u, >0, pour tout n € N

L J Un
REMARQUE Propriété
Si une suite est définie explicitement & Paide d’une Soit (un)nen une suite telle que Vn € N, si :
fonction f croissante, alors (uy)n>0 est aussi crois- o Untl < 1 alors la suite est décroissante ;
sante. U,
ATTENTION : la réciproque n’est pas vraie! o Untl > 1 alors la suite est croissante.
Up

REMARQUE

Il existe des suites qui ne sont ni croissantes , ni décroissantes. Par exemple : w,, = (—1)" définie sur N.

IV - SUITE MAJOREE, MINOREE, BORNEE

Définition

1. Une suite (u,) est majorée lorsqu’il existe un réel M tel que w,,

< M pour tout entier n.
2. Une suite (uy,) est minorée lorsqu’il existe un réel m tel que w,, > m pour tout entier n.

3. Une suite (uy,) est bornée lorsqu’elle est majorée et minorée.
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