Maths Expertes Exercices - Chapitre 3 2023-2024

Ex. 1 — Déterminer la dimension de chacune des -3 -5 5 3 50
matrices suivantes, ol un point représente un nombre. 2. A=2 3 3|etB=|1 2 1
-1 0 1 3 5 1

A=(.) B=(11) c=(n p=(3) 0 1 -1
o Ex. 8 — Onconsidére A= -3 4 -3

E=1|..] F=(:) G=() H=(.... ) 11 0
N 1. Montrer que A? — 3A + 21 = 0.

Quels produits peut-on effectuer avec deux matrices ? . ] ) .
2. En déduire sans calculatrice que A est inversible

Ex. 2 — Calculer les produits suivants & la main. et déterminer son inverse.
1 4
1 0 0
1 |-10 5] x : Ex. 9 — Soit A= (1 ).
3 6 010 1 1
i 5 6 8 1. Montrer que A% = 2A + I,.
2. (_2 3) X (3 9)' 2. En déduire que A est inversible et donner A~!,
Ex. 3 Ex. 10 — On considére les matrices
1 0 O 1 1 1 1 1 1
-2 3 4 2 1 4 A=l0 1 1|,B=(0 1 o|,c=|1 2 1
A=|-10 10 —-10| e¢eB=|-2 2 -3 3 1 1 1 0 0 0 -1 -1
2 4 5 2 1 2

1. Montrer que AB = AC.

1. Sans calculatrice, déterminer : . . . .
’ 2. En déduire que la matrice A n’est pas inversible.

a) A—B
b) ,24A><+B3 B Ex. 11 — Pour repeindre la piéce principale de son
C) ) . . appartement, Frédéric a utilis¢é 3 pots de peinture
2. Verifier les résultats a la calculatrice. blanche et 4 pots de peinture de couleur pour un total
de 202 euros.
Ex.4 — A= ( 35 4) ) Pour les piéces annexes, il a utilisé 5 pots de peinture
oz blanche et 7 pots de peinture de couleur pour un total
1. Calculer A2 de 347,50 euros.
2. Déterminer la valeur de x pour que A® = Qn note z le prix d’un pot de peinture blanche et y le
<_11 12 ) prix d’un pot de peinture de couleur.
—15 =20 1. Donner le systéme d’équations (S) d’inconnues
x et y correspondant au probléme.
. 0 2 -1 2. Déterminer les matrices A, X et B telles que (5)
Ex.5 — Soit A=|0 0 3 o . 1rs . - _
00 1 soit équivalent & I’équation matricielle AX = B.
3 _ 42
1. Montrer que A” = A”. 3. Déterminer X & la calculatrice puis en déduire
2. Montrer par récurrence que pour tout entier na- le prix d’un pot de peinture blanche et le prix
turel n > 2, A" = A2, d’un pot de peinture de couleur.
1 -1 1 Ex. 12 — Résoudre les systémes linéaires suivants :
Ex.6 — SoitA=|0 1 2]|. .
0 0 1 6o — dy—T dx—2y+2= 17
Y rT—y+z =9
1. Montrer qu’il existe une matrice carrée d’ordre Tr — 5y=8 —z + By + 22=—10

3 N telleque A=1+ N.

3 _
2. Montrer que N* = 0. Ex. 13 — Soit la fonction polynéme de degré 3 défi-

3. Montrer par récurrence que pour tout entier nie par f(z) = az®+bx?+cz+d représentée ci-dessous :
n>1,

_1
A”:J+nN+%N2

Ex. 7 — Montrer que les matrices A et B suivantes
sont inverses I'une de 'autre.

5 -1 2 1
Las (% Man-(2 )
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On cherche & déterminer les coefficients a, b, c et d.
1. Lire sur le graphique la valeur f(—1). En deé-
duire une équation vérifiée par a, b, c et d.
2. Etablir un systéme d’équations vérifiées par ces
quatre coefficients.

3. Etablir ’équation matricielle associée; la ré-
soudre puis donner ’expression de la fonction

I
Ex. 14 — Soient A et B deux matrices inversibles et
keR, k+#D0.
1. Prouver que (AB)™! = B71A~1
1
2. Prouver que (kA)~! = EA*I.
Ex. 15 — Intersection de plans
2 -1 3
Soit A=|-3 1 —1]etB=4A- A2
1 1 1

Calculer B puis vérifier que AB = 1015.
Montrer que B = A(4I5 — A).
Montrer que A%(413 — A) = 1015.
En déduire que A est inversible et déterminer
AL
5. Dans un repére orthonormé de l'espace, soient

trois plans et leurs équations :

— P2z —-y+3z=1

—Q:3zx+y—z=2

—R:x4+y+2=3
Déterminer les coordonnées de lintersection de ces
trois plans a l’aide de la matrice B.

==

Ex. 16 — On considére la matrice A = (_;l g)

1. Verifier que A% = A + 21.

2. En déduire une expression de A3 et une expres-
sion de A% sous la forme a A+ 51, oll a et 5 sont
des réels.

3. On considére les suites (r,) et (s,) définies par
ro = 0 et sg = 1 et, pour tout entier naturel n :

Tn+1=T"Tn + Sn,
Sp41= 27

Démontrer que pour tout entier naturel n,

A" =r, A+ s,1

4. a) Démontrer que la suite (k,) définie pour
tout entier naturel n par k, = r, — s, est
géométrique de raison —1.

b) En déduire, pour tout entier naturel n, une
expression de k, en fonction de n.

5. On admet que la suite (¢,) définie pour tout

(=n"
3

métrique de raison 2. En déduire une expression
explicite de t,, en fonction de n pour tout entier
n.

entier naturel n par t, = r, + est géo-

6. En déduire alors, pour tout entier naturel n, une
expression des coefficients de la matrice A™.

Ex. 17 — On considére la matrice

1 2 2
A=12 1 2
2 21

On souhaite calculer A™ pour tout entier n.

1. A laide de la calculatrice, calculer les pre-
miéres puissances de A. Quelle forme particu-
liére remarque-t-on pour ces matrices 7

2. a) Ecrire A sous la forme A = 2B — I3, ot B
est une matrice & préciser.
b) Montrer que B? = 3B.
¢) Démontrer par récurrence que, pour tout
n>1,

A" = (“1)"I; + %(5" —(~=1)™)B.

3. Ecrire A™ avec tous ses coefficients en fonction
de n, pour n € N*.

Ex. 18 — Déterminer une fonction polynéme f telle
que pour tout réel x, on ait :

(22 =2)f"(x)+(1-32) f' (2) + f(2) = 23+ 62° — 22 +4
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