Maths Expertes Chapitre 4 - Forme trigonométrique d’un complexe 2023-2024

I - Module d’un nombre complexe

DEFINITION 1 : MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Soit z € C un nombre complexe de forme algébrique z = x + iy, ol = et y sont des réels.

On appelle module de z le nombre réel |z| = /22 + 2.

Exemple : Soit le complexe z = 2 — 4i. Son module est |z| = /22 + (—4)2 = /20 = 21/5.

Remarques
— Le module d’'un complexe est un nombre réel positif.

— Si z est un réel, alors son module est sa valeur absolue.

() PROPRIETE 1 : INTERPRETATION GEOMETRIQUE
1. Si M est le point image associé au nombre z dans le plan y
complexe d’origine O alors |z| = OM.

2. Si u est le vecteur image associé au nombre z dans le plan
complexe alors |z| = ||]|.

Y

3. Si A et B sont deux points du plan complexe d’affixes
respectives z4 et zp alors AB = |zp — z4|.

PROPRIETE 2 : PROPRIETES ALGEBRIQUES
Soit z € C

ez2=0 < |2|=0 o 2|2 =2z o 2| = [z] = ||

SYPROPRIETE 3 : OPERATIONS SUR LES MODULES
0

Soit ze Cet 2/ €C
Lo — [z2'] = |2][2"];
EREIE
AR
— [2"| = |2|™ pour tout n € N
2. Inégalité triangulaire |z + 2| < |z| 4+ |#]

Remarque

L’inégalité triangulaire est une égalité s’il existe un réel k positif tel que z = k2.

ﬁDE‘FINITION 2 : ENSEMBLE U
| L’ensemble {z € C | |z| = 1} des nombres complexes de module 1 est noté U.
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Remarques

— U signifie "unité".

— 1l s’agit des nombres complexes dont les points images dans le plan sont situés & une distance
de 1 a lorigine. Autrement dit, il s’agit du cercle trigonométrique.

(§) PROPRIETE 4 : STABILITE DE U
L’ensemble U est stable par produit, quotient et passage a l'inverse.

1
e Si (z,2/) € U2 alors 22/ € U oSi(z,z’)G[U*x[Ualorsi/EU eSizeUalors — €U
2 z

IT - Argument d’un nombre complexe

M est un point du plan complexe distinct de 'origine et d’affixe z.

gDEFINITION 3 : ANGLE ORIENTE

On considére le point M’ intersection de la demi droite
[OM) et du cercle trigonométrique. On note o un réel y
associé au point M’ du cercle trigonométrique.

e
Ce réel est appelé mesure de 1’angle orienté (7, OM

).

<y

:+Q+§

On n_ot_e> (U; O—]\>4) = a + 2km, k € Z ou plus simplement ©
(Z;0M) = a (2n).

Remarque

Un angle orienté admet une infinité de mesures, toutes égales 4 un multiple de 27 prés. La mesure
appartenant a 'intervalle | — 7; ] est appelée mesure principale.

@PROPRIETE 5 : INTERPRETATION GEOMETRIQUE
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O; @; ¥/).

1. Si 1 est le vecteur image associé & z alors (U; W) = arg(z) (2n).
2. Soient A et B deux points distincts d’affixes respectives z4 et zp.
Alors (U; ﬁ) =arg(zp — za4) (2m).
3. Si A, B sont deux points distincts et C' et D deux autres points distincts d’affixes respectives

ZA, 2B, zc et zp. Alors (ﬁ7@) = arg <'2D_zo> (27).
B~ %A

Remarque

0 est le seul nombre complexe qui n’a pas d’argument.

M. Pellé Lycée JBrel, La Courneuve



Maths Expertes Chapitre 4 - Forme trigonométrique d’un complexe 2023-2024

r@PROPRIETE 6 : PROPRIETES ALGEBRIQUES
1. arg(z) = —arg(z) (2n)

2. arg(—=z) = arg(z) + 7 (27)

3. ze€R <« arg(z) =0 ()

4. z € iR <= arg(z) = - (m). L’ensemble ¢R désigne les imaginaires purs.

|3

@PROPRIETE 7 : OPERATIONS SUR LES ARGUMENTS
Soient z € C* et 2/ € C*

1. arg(zz') = arg(z) + arg(2’) (2m)
2. arg (i) = —arg(z) (2m)

3. arg (5) = arg(z) — arg(2’) (2n)

4. Pour tout n € Z, arg(2") = n x arg(z) (2n)

IIT - Forme trigonométrique d’un complexe

PROPRIETE 8 : FORME TRIGONOMETRIQUE
Soit z € C*. Notons r son module et 6 un argument. Alors z s’écrit sous la forme

z = r(cos(f) + isin(h))

Une telle écriture s’appelle forme trigonométrique de z.

PROPRIETE 9 : EGALITE DE NOMBRES COMPLEXES

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme module et méme
argument modulo 27.

(f////METHODE : DETERMINER LA FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN COMPLEXE
Soit le nombre complexe z = —1 + /3.

2

1. Calculons le module de z. |2| = 1/ (=1)2 +/3" =2
1 3
2. En factorisant par son module, on a z = 2 <2 + z{)
1
cos(f) = —= o
3. On cherche un réel 0 tel que \/% . 8§ = — vérifie ces deux équations.
: 3
sin(f) = —
2
2
Donc arg(z) = % (27).

2 2
4. Finalement z = 2 (cos (;) + isin <;>>
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