CHAPITRE IX

Primitives et équations différentielles

I Primitive d’une fonction

DEFINITION

Une primitive d’une fonction f sur un intervalle I est une fonction F' dérivable sur I telle
que F' = f.

PROPRIETE : EXISTENCE D’UNE PRIMITIVE
| Si une fonction est continue sur un intervalle I alors elle admet des primitives sur I.

-

PROPRIETE : FORME DES PRIMITIVES
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit /' une primitive de f sur [I.

1. Les primitives de f sur I sont les fonctions G définies sur I par G(x) = F(z) + k ou

ke R.
2. Quels que soient zo € I et yy € R, il existe une unique primitive F' de f sur I telle que
F(ZIZ’Q) = Yo-

II Equations différentielles

DEFINITION

Une équation différentielle est une équation dont les inconnues sont des fonctions et
mettant en relation une fonction dérivable et sa dérivée.

-

gf PROPRIETE : SOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE ¥ = ay

Soit a un nombre réel non nul. Les solutions sur R de I’équation différentielle ¢y’ = ay sont les
fonctions x — C'e*, ou C' est une constante réelle.

DEMONSTRATION

— Soit C' € R. La fonction fo définie sur R par fo(x) = Ce™ est dérivable sur R et
fo(x) = Cae®™, done fL(x) = afo(x). f. est donc une solution sur R de (F).

— Montrons maintenant que ces fonctions fo sont les seules solutions de (E). Soit g une
fonction dérivable sur R, solution de (E).
Notons A la fonction définie sur R par h(x) = g(x)e . h est dérivable sur R et pour
tout réel z, h'(x) = e *(¢'(x) — ag(x)). Or, pour tout réel x, g(x) = ag(x) car g est
solution de (E), donc h'(x) = 0.

— Ainsi h est constante sur R, il existe donc un réel C' tel que, pour tout réel x, h(x) = C
autrement dit C' = g(z) e~ " et finalement g(z) = C'e**.




Tle spécialité Maths Chapitre 1 - Généralités sur les suites 2022-2023

REMARQUE
Si f et g sont deux solutions de cette équation alors f + g et kf , o k € R, sont aussi des
solutions. On qualifie cette équation différentielle de linéaire.

W PROPRIETE : RESOLUTION DE L’EQUATION ' =ay + b
Soient a et b deux nombres réels non nuls. On considére 'équation différentielle (E) : ¢y =
ay + b. Alors :

1. (E) admet une unique solution particuliére constante donnée par z — ——.
a

b
2. Les solutions sur R de (£) sont les fonctions z +— C'e® —— ou C' est une constante
a

réelle.

3. Si xg et yp sont des réels alors il existe une unique solution ¢ vérifiant la condition
initiale g(xy) = yo.

PROPRIETE : RESOLUTION DE L’EQUATION ¢’ = ay + f
Soient a un nombre réel et f une fonction définie sur un intervalle /. On considére I’'équation
différentielle (E) : ' = ay + f et g est une solution particuliére de (E) sur I.

Alors les solutions de (E) sur I sont les fonctions x +— C'e® +g(x) ou C est une constante
réelle.
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