Maths Expertes Chapitre 7 - Equations polynoémiales

2023-2024

I - Formule du bin6me de Newton

PROPRIETE 1 : BINOME DE NEWTON
Pour tous u € C, v € C et pour tout n € N,

(u+v)" = En: (Z) u" Rk

k=0

Remarque

Cette formule était connue bien avant Newton par les mathématiciens indiens, arabes et perses dés le Xéme
siécle. En revanche, Newton généralisa cette identité & des exposants non entiers au XVIléme siécle.

Démonstration : par récurrence sur n.

et 30 (a0 ok = ()P0 = 1.

— Hérédité : Soit n € N, u et v deux complexes. Supposons ’égalité vérifiée pour n. Alors :

(u+v)" ™ = (u+v)(u+ )"

(u+v) Z (Z) u™*v* par hypothése de récurrence
k=0

n
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— Conclusion : Par récurrence, I’égalité est donc vérifiée pour tout entier naturel n.

Exemples

— Initialisation : L’égalité est vraie pour n = 0, en effet si u et v sont des complexes alors (u + v)°? = 1

— 2+419)% = ())2%° + (3)2%' + (3)2'% + ()20 =8+ 120 —6 —i =2+ 11i

— (1—d)% = (9)1%40 — ()14t + (5) 1342 — ()12 + ()14t — (2)1°° =1 —5i — 10+ 10i +5—i = —4 +4i
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IT - Retour sur les équations polyndmiales de degré 2

Je rappelle le résultat déja étudié au début de I’année : une équation polyndmiale de degré 2 & coefficients réels
posséde toujours des racines complexes.

@PROPRIETE 2 : RESOLUTION D’UN TRINOME DE DEGRE 2

a, b et c sont trois réels et a # 0. L’équation complexe az? + bz 4+ ¢ = 0, de discriminant A = % — 4ac,
admet :

— Deux solutions réelles si A > 0, données par

_—b—VA b+ VA

z et 2o =
! 2a 2 2a
— Une solution réelle si A = 0, donnée par
—b
z0 = —
07 24

— Deux solutions complexes conjuguées si A < 0, données par

 —b—1 |A]
- 2a

Z1 et 20 =27

PROPRIETE 3 : FACTORISATION D’UN TRINOME DE DEGRE 2

a, b et c sont trois réels et a # 0. On note z; et zp les racines de I’équation az? + bz 4+ ¢ = 0 avec
éventuellement z; = z9. Alors pour tout z € C,

az’ +bz4+c=alz— 21)(z — 2)

Démonstration : La démonstration de la propriété 2 étudiée en début d’année nous donne cette facto-
risation.

Exemples

Considérons I’équation 22 —2z+5 = 0. Son discriminant est A = —16 et ses racines sont z; = 1 —2i et 29 =
1+4-2i. D’aprés la propriété, on peut factoriser expression comme ceci 22 —22+5 = (z—(1—2i))(2— (1+2i)).

III - Factorisation des polynémes

ﬁDEFINITION : EQUATION POLYNOMIALE

Soit n un entier naturel et soient ag, ..., a, des nombres réels avec a,, # 0.

On appelle fonction polyndémiale de degré n la fonction

n
P(z) = Z apr® = ap + a1z + aza® + ...+ apa”
k=0

L’équation P(z) = 0 est une équation polynémiale de degré n.

() LEMME : FACTORISATION DE 2" — o
Soient z € C et a € C. Alors pour tout entier naturel n non nul,

n—1
P (Z _ a) Z L1k k — (Z _ a)(zn—l + 2’"_201—1- o +Zan—2 + an—l)
k=0
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Remarque
En particulier, 2" — 1= (2 — 1)(2" 1+ 2" 2+ ...+ 1)

Démonstration : Soient o € C* et n € N*. En développant et en remarquant que les termes s’annulent
deux & deux sauf le premier et le dernier,

n—1 n—1
(Z—Ot)z n—1—k k Zz a _Zzn—l—kak‘—i-l
k=0 k=0
1) (2)
=" 4204 ot ze T 0 — oz - Q"
) (2
R L

PROPRIETE 3 : FACTORISATION PAR z — «

Soient n € N* et P(z) = 0 une équation polynémiale de degré n.

Si a € C est une racine de P alors il existe une fonction polyndémiale @ de degré n — 1 telle que pour tout
complexe z,

P(z) = (z = 2)Q(z)

On dit aussi que P est factorisable par z — a.

Démonstration : Soit la fonction polynémiale P(z) = Y"}'_, axz" ot les n+ 1 coefficients ag, a1, ..., a,
sont réels, a,, # 0, et a € C tel que P(a) = 0.

Alors pour tout z € C,

= Z ap(2F — aF)

n k—1
(z — « Z ak (Z zkllal> d’aprés le lemme précédent
k=0 1=0
Q(2)

= (z = 2)Q(2)
Et puisque a,, # 0, @ est un polyndéme de degré n — 1.

Exemples

— 1 est racine de P(z) = 23 — 1 et pour tout z € C,
3 _ 2
z2—=1=(z—-1)(z"4+2z+1)
— P(2) = 22 — 4 est factorisable par z — 2 puisque pour tout z € C,

P(z)=(2—2)(z+2)
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(§) PROPRIETE 4 : NOMBRE DE RACINES
| Soit n € N. Si P est un polynome non nul de degré n, alors il admet au plus n racines distinctes.

Démonstration : Pour n € N, notons P,, la proposition "un polynéme de degré n admet au plus n
racines distinctes". Montrons par récurrence sur n que P,, est vraie pour tout n € N*.

— Initialisation : Un polynome P de degré 0 non nul n’a pas de racine. Ainsi Py est vraie.
— Hérédité : Soit n € N et supposons P,, vraie. Soit P un polynéme de degré n + 1.

e Si P n’a pas de racine, alors on a bien 0 < n+1;

e Si P a une racine «, alors d’apreés la propriété 3 il existe un polynoéme @ de degré n tel que pour
tout z € C, P(z) = (2 — @)Q(z). Or d’apres 'hypotheése de récurrence, ) a au plus n racines, donc
P en posséde au plus n + 1.

Pr+1 est donc vraie.

— Conclusion : Par récurrence, pour tout entier n, P, est vraie.

Exemple

Soit le polynome P(z) = 23 — 222 + 2 —2 de degré 3. On vérifie que P(2) = 0 autrement dit, 2 est une racine
de P. Donc P se factorise par z — 2 et pour tout z € C, P(z) = (2 —2)(2%2 +1). On trouve exactement trois
racines qui sont 2, ¢ et —i.

WMETHODE : FACTORISER UN POLYNOME DONT UNE RACINE EST CONNUE

Soit le polynome P(z) = 2% — 422 — z + 2 dont une racine est 2.

1. On vérifie que P(2) = 0.

2. Puisque P(2) = 0, d’aprés la propriété 3, P est factorisable par z — 2. On cherche donc un polynome
Q de degré 3 de la forme Q(z) = az®+bz?+cz+d tel que pour tout complexe z, P(z) = (2 —2)Q(2).

e Méthode par identification des coefficients
On a donc P(z) = (2 — 2)(az® + bz? + cz + d). En développant, on obtient :

P(2) = az* +b2° + c2® + dz — 2az — 2b2% — 2cz — 2d
=az' + (b—2a)2% + (¢ — 2b)2% + (d — 2¢)z — 2d

On identifie directement que a = 1 et d = —1. En identifiant les coefficients des termes de degré 2 et 3,
b—2 = 0
on est amené i résoudre le systéme c—2b = —4 dont les solutions sont b =2 et ¢ = 0.
—1-2¢ = -1

Ainsi ‘ P(z)=(2—-2)(z> +222-1) ‘

e Méthode par division euclidienne

Ainsi ‘ P(z)=(2—-2)(z>+222 - 1) ‘
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