Maths Expertes

Chapitre 7 - Exercices

2023-2024

Ex. 1 — Calculer, & 'aide du binéme de Newton, la
forme algébrique des complexes :

L (1—4)3 3. (2+4)?
2. (=2i)° 4. (2—2i)5
Ex. 2 — Factoriser les polynémes suivants dans C.
1. P(z)=22+4
2. Q(z)=22—-62+25
3. R(z)=222+22+1
4. S(2)=322+52—-2
Ex. 3 — Ecrire chacun des polynomes suivants sous

la forme z™ — o™ puis les factoriser.
1. P(z)=23+1

2. P(z)=2%-38
3. P(z)=23+1

4. P(z) = 2>+ 8i

5. P(z) = 2°—32i

Ex. 4 — Soit le polynome Q(z) = 2% —27. Factoriser
@ puis en déduire les solutions de I’équations Q(z) = 0.

Ex. 5 — Résoudre dans C ’équation 8z% — 1 = 0.

Ex. 6 — Soit le polynéme P(z) = 2346224132+ 10.
Calculer P(—2) puis en déduire une factorisation de
P(z).

Ex. 7 — Soit le polynéme P(z) = 23— (1+i)22+2z—
1 — 4. Calculer P(i) puis en déduire une factorisation
de P(z).

Ex. 8 — Soit le polynéme P(z) = 23 — 1222 + 48z —
128. Montrer que 8 est une racine de P puis résoudre
dans C I’équation P(z) = 0.

Ex. 9 — Soit le polynéme P(z) = 23 + (=6 + )22 +
(13 — 6i)z + 13i. Calculer P(—i) puis en déduire une
factorisation de P(z) et enfin ses racines.

Ex. 10 — Soit le polynome P(z) = z* — 523 4+ 722 —
5z + 6.

1. Montrer que pour tout z € C, P(Z) = P(z).

2. Montrer que 7 est une racine de P.

3. En déduire une autre racine puis une factorisa-
tion de P.

Ex. 11 — Soient a, b et ¢ trois complexes distincts.
On considére le polyndéme P définie dans C par

(z—a)(z—b) (2—-b)(z—c) (z—a)(z—c)
c—a)c—b) a0 T r-ab-0

1. Quel est le degré de P? En déduire le nombre
maximal de racines.

2. Calculer P(a), P(b) et P(c).

3. On considére le polynéme @ défini par Q(z) =
P(z) — 1. Démontrer que ) admet trois racines

distinctes et en déduire une expression simplifiée
de P.

P(z) =

M. Pellé

Ex. 12 — Soit le polynome P(z) = 22* + 23 + 922 +
3z+49.
1. Montrer qu’il existe un polynéme @ tel que pour
tout z € C, P(z) = (22 + 3)Q(2).
2. Résoudre dans C l’équation P(z) = 0.

Ex. 13 — Soit le polynome P(z) = 2% — 222 — (4 +
47)z — 16 + 164.
1. Démontrer que I’équation P(z) = 0 admet une
unique solution réelle notée a et une unique so-
lution imaginaire pure notée 3.

2. Déterminer le complexe « tel que P(z) = (z —

a)(z = B)(z =)

Ex. 14 — Soit § tel que 0 < 8 < % Résoudre dans
C 'équation 22 —2 (1 — cos(2)) z+2 (1 — cos(28)) = 0

Ex. 15 — On considére I’équation polynomiale (E) :
2 4523 — 422+ 52+1=0.
1. 0 est-il solution de (E)?

1
2. Soit z € C* et posons Z = z + —. Démontrer

z
que z est racine de (F) si et seulement si Z est
solution de Z2 +5Z — 6 = 0.

3. Résoudre (F).

4. Soit k € R* et 'équation (E') : 2% +az® +b2% +
kaz + k* = 0.

a) Montrer que 0 n’est pas solution de (E').
b) Montrer que (E') équivaut & 22 + az + b +

ka k2
“iZ o
z z

k
5. On pose Z =z + —
z

a) Calculer Z? et en déduire une équation du
second degré dont Z est solution.

b) Résoudre 'équation z* —323 —422 —62+4 =
0.

Ex. 16 — Formules de Viéte
1. Cas n = 3. Soit le polynome P(z) = azz® +
as2® + a1z + ag a coefficients réels et z1, 2o, 23
ses trois racines (éventuellement confondues).
a) Factoriser P en produit de facteurs de de-

gré 1.
ag
b) Montrer que 21 +20+23 = —— et 212023 =
as
ao
as '

2. Cas n = 4. Soit le polyndéme de degré 4 a coeffi-
cients réels P(2) = ay2* +a32® +a222 +a12+ag
et z1, 22, 23, 24 ses quatre racines (éventuelle-
ment confondues). Montrer que 21 + 23 + 23 +
zZ4 = 7@ et Z1R22324 = @

Qa4 ¢}

3. Cas général. SOit le polynéme de degré n a co-

efficients réels P(z) = a,z" +...4+ap et 21, ...,

zn, ses n racines (éventuellement confondues).
Apn—1

Montrer que z1+...+2, = — et z1...2, =

n
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