Maths Expertes In(2) est irrationnel

Le but de ce probléme est de démontrer que le nombre In(2) est un réel irrationnel.
(D’apres RMS 130-3)

Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe deux entiers naturels non nuls a et b tels que
a

1. Soit n € N. On note d,, :== ppem(1,...,n).

(a) Soit x € [0,1]. Montrer que

1+
(b) Montrer qu’il existe ¢, € Z tel que

Logn c
dz = (=1)"In(2) + —=.

1
2. Soient n € N et P, la fonction réelle définie par P,(x) = — {z"(1 — a:)"}(").
n!
(a) Montrer que P, est une fonction polynomiale a coefficients entiers.
(b) Montrer que le degré de P, est n.
(c) Montrer qu’il existe A,, € Z tel que
1
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n(z) dx =,
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(d) Soit la fonction réelle f,(z) = ﬁx”(l — x)". Montrer que
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(e) Soient un polynéme P a coefficients réels et p € N tel que p < deg(P). On dit que P admet
une racine o € C de multiplicité p si P est divisible par (X — a)P et P n’est pas divisible
par (X — a)Pt1. Montrer que pour tout entier k < p on a P*)(a) = 0.

(f) En déduire que
1 Pn 1 a
/ ﬂ dox = n!/ fi(l‘) dzr.
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(g) Montrer que A, > 1.

3. Soit n € N. On note 7, le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux & n. Si p est un
diviseur premier de n, on note v,(n) 'exposant de p dans la décomposition en facteurs premiers

de n.
In(n)
n

On admet le théoréme des nombres premiers : la suite <7rn ) converge vers 1,
neN*

autrement dit : n
Ve >1,dAN. e N,Vn > N, m, <e——.

In(n)

(a) Montrer qu’il existe un entier j € [1;n] tel que p*»(%) divise j et en déduire que p*»(4n) < n,

(b) Montrer que In(d,,) < 7, In(n).

(¢) En déduire qu'il existe N € N tel que pour tout n > N, d,, < 3™.

1
4. Montrer que pour tout réel z, z(1 — z) < T

5. En déduire que pour tout n > N, ot N est défini dans la question 3.(c),
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6. Conclure.
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