
Maths Expertes ln(2) est irrationnel

Le but de ce problème est de démontrer que le nombre ln(2) est un réel irrationnel.

(D'après RMS 130-3)

Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe deux entiers naturels non nuls a et b tels que

ln(2) =
a

b
.

1. Soit n ∈ N. On note dn := ppcm(1, . . . , n).

(a) Soit x ∈ [0, 1]. Montrer que
(−1)n

1 + x
− (−1)n × 1− (−x)n

1 + x
=

xn

1 + x
.

(b) Montrer qu'il existe cn ∈ Z tel que∫ 1

0

xn

1 + x
dx = (−1)n ln(2) +

cn
dn

.

2. Soient n ∈ N et Pn la fonction réelle dé�nie par Pn(x) =
1

n!
{xn(1− x)n}(n).

(a) Montrer que Pn est une fonction polynomiale à coe�cients entiers.

(b) Montrer que le degré de Pn est n.

(c) Montrer qu'il existe An ∈ Z tel que∫ 1

0

Pn(x)

1 + x
dx =

An

b× dn
.

(d) Soit la fonction réelle fn(x) =
1

n!
xn(1− x)n. Montrer que

∫ 1

0

Pn(x)

1 + x
dx =

n−1∑
k=0

[
k!
f
(n−k−1)
n (x)

(1 + x)k+1

]1

0

+ n!

∫ 1

0

fn(x)

(1 + x)k+1
dx.

(e) Soient un polynôme P à coe�cients réels et p ∈ N tel que p ≤ deg(P ). On dit que P admet

une racine α ∈ C de multiplicité p si P est divisible par (X − α)p et P n'est pas divisible

par (X − α)p+1. Montrer que pour tout entier k ≤ p on a P (k)(α) = 0.

(f) En déduire que ∫ 1

0

Pn(x)

1 + x
dx = n!

∫ 1

0

fn(x)

(1 + x)k+1
dx.

(g) Montrer que An ≥ 1.

3. Soit n ∈ N. On note πn le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux à n. Si p est un

diviseur premier de n, on note νp(n) l'exposant de p dans la décomposition en facteurs premiers

de n.

On admet le théorème des nombres premiers : la suite

(
πn

ln(n)

n

)
n∈N∗

converge vers 1,

autrement dit :

∀ε > 1, ∃Nε ∈ N, ∀n ≥ Nε, πn ≤ ε
n

ln(n)
.

(a) Montrer qu'il existe un entier j ∈ [[1;n]] tel que pνp(dn) divise j et en déduire que pνp(dn) ≤ n.

(b) Montrer que ln(dn) ≤ πn ln(n).

(c) En déduire qu'il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , dn ≤ 3n.

4. Montrer que pour tout réel x, x(1− x) ≤ 1

4
.

5. En déduire que pour tout n ≥ N , où N est dé�ni dans la question 3.(c),

1 ≤ b×
(
3

4

)n ∫ 1

0

1

(1 + x)n+1
dx.

6. Conclure.
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