Maths Expertes Chapitre 8 - Nombres premiers 2023-2024

WDEFINITION 1 : NOMBRE PREMIER

| Un entier naturel p est premier s’il admet exactement deux diviseurs, 1 et p.
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Remarque

Un nombre qui n’est pas premier est dit composé.

PROPRIETE 1 : EXISTENCE D’UN DIVISEUR PREMIER

| Tout entier naturel non nul n non premier admet un diviseur premier p tel que p < \/n.
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Remarque

On en déduit le test de primalité suivant : si un entier naturel n n’est divisible par aucun nombre premier
inférieur ou égal a \/n, alors n est premier.

() THEOREME 1 : EUCLIDE
| 1l existe une infinité de nombres premiers.
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Remarque

Le plus grand nombre premier connu est 282589933 _ 1 découvert en décembre 2018. Il posséde 24 862 048
chiffres. Voir le projet https://www.mersenne.org/.

THE‘OREME 2 : THEOREME FONDAMENTAL DE L’ARITHMETIQUE

Tout entier n > 2 peut se décomposer de maniére unique en produit de nombres premiers.
Il existe des nombres premiers p1, ..., pm, €t des entiers naturels non nuls aq, ..., a,, tels que :
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PROPRIETE 2 : DIVISEURS D’UN ENTIER

Un entier naturel d divise un entier naturel n si et seulement si les exposants des facteurs premiers de la
factorisation de d sont au plus égaux a ceux de n.

Remarque

Le nombre n = p{™ x pg? X ... x p%m a exactement (a; + 1)(az +1)...(cuy, + 1) diviseurs.

(§) PROPRIETE 3 : PETIT THEOREME DE FERMAT
Si p est un nombre premier et si n est un entier non divisible par p, alors :

nP~h = 1[p)

Remarque

Ce théoréme nous donne un autre test de primalité : si pour tout n inférieur ou égal a p, nP~! n’est pas
congru a 1 modulo p alors p n’est pas premier.
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