CHAPITRE IV
Limites de suites

I Limite de suites

A Suite convergente

I
Définition : Suite convergente

On dit qu’une suite converge lorsqu’il existe un réel ¢ tel que tout intervalle ouvert I contenant /¢
contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang :

Pour tout réel € > 0 , il existe un entier naturel ng tel que n > ng = u, € € —&;0 +¢|.

On note lim wu, =¢.
n—-+o00

B Suite divergente

Il y a deux cas pour qu’une suite soit divergente : soit elle n’a pas de limite, soit sa limite est infinie.

-
Définition : Suite divergente vers +oo

On dit qu’une suite diverge vers +oo lorsque tout intervalle ouvert du type JA ; +o0o[ contient tous les
termes de la suite a partir d’un certain rang.

Pour tout réel A > 0, il existe un rang N tel que n > N = u, > A.

On note lim wu, = +oo.
n——+oo

I
Définition : Suite divergente vers —oo

On dit qu’une suite diverge vers —oo lorsque tout intervalle ouvert du type |—oo; A[ contient tous les
termes de la suite a partir d’un certain rang :

Pour tout réel A > 0, il existe un rang N tel que n > N = u,, < A.

On note lim wu, = —oo.
n—-+oo
.
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REMARQUE

Certaines suites n’ont pas de limite, par exemple, la suite (u,,) définie par u,, = (—=1) n’a pas de limite.
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C Limites des suites usuelles
W Propriété : Limites usuelles
li = — 1 = 1
n—+oo n
i n?— 4 im L =0 lim —— =0
D Opérations sur les limites
Somme de limites
lim wu, I 1 l1 +o00 | —00 | +00
n—-+oo
lim v, lo +00 | —00 | +00 | —00 | —00
n—~+00
lim w, +wv, | l1+1la | +o0 | —00 | +00 | —0 FI
n—400
Produit de limites
lim Up, ll ll 75 0 (0.9] 0
n——+oo
lim v, lo 00 0 | ©
n——+oo
lim w, X v, | 1 Xl o0 oo | FI
n——40o00
Quotient de limites
lim wu, l1 li oo | ly || oo | O
n—-+oo
lim v, [lo#0 | 00| Iy 0 0 || O
n—-+o0o
[
lim —= | 2 | 0 |oco|oo]|oo]|FI|FI
n—+o0o U l2
REMARQUE
Retenons ces quatre formes indéterminées :
00 0
+00 — 00 oo x 0 — —
%) 0
E Cas particulier des suites géométriques
Propriété : Limite des suites géométriques
Soit (uy)nen la suite définie pour tout n € N par u,, = ¢™.
1. Si ¢ < —1 alors la suite n’a pas de limite.
2. Si —1 < g < 1 alors la suite converge vers 0.
3. Si ¢ =1 alors la suite est constante et converge vers 1.
4. Si g > 1 alors la suite diverge et tend vers +oc0.
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II Théoremes de convergence

e N

Théoréme : (Théoréme de Comparaison)
Soient (uy) et (v,) deux suites telles que u,, < v, & partir d'un certain rang.
1. Si (uy,) diverge vers +o0 alors (v, ) aussi.

2. Si (vy,) diverge vers -oo alors (u,) aussi.

e Y

W Théoréme : (Théoréme d’encadrement)
Soient (uy,), (v,) et (wy,) trois suites telles que
1. A partir d’'un certain rang : u, < v, < wy,.
2. (uy) et (w,) convergent vers une méme limite £.

Alors (v,,) converge aussi vers £ .

A Passage a la limite dans une inégalité

Théoréme : Les inégalités strictes deviennent larges par passage a la limite

Soient (u,) et (v,) deux suites convergeant respectivement vers £; et f5 telles que & partir d’un certain
certain rang on a u, < v, alors £; < {s.

B Théorémes liés aux suites monotones

e N

Théoréme : Suites monotones non bornées

1. Si (uy) est croissante et non majorée alors lim wu, = +00
n—-+oo

2. Si (uy,) est décroissante et non minorée alors lim u, = —o0
n—-+oo

e Y

W Théoréme : (Théoréme de la limite monotone)

| 1. Toute suite croissante et majorée converge.

2. Toute suite décroissante et minorée converge.

L J

Suite croissante et majorée

REMARQUE

Attention ce théoréme ne donne pas la limite de la suite. Un majorant (ou un minorant) n’est pas forcément
cette limite.
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