Exercices

Fonction logarithme

Amérique du Nord 21 mai 202/

Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f définie sur
l'intervalle 10 ; 4o0] par :

1
f(z) =zl (z%) — =.
x
Partie A : lectures graphiques

On a tracé ci-dessous la courbe représentative (Cy) de la
fonction f, ainsi que la droite (T"), tangente a la courbe
(Cs) au point A de coordonnées (1 ; —1).

Cette tangente passe également par le point B(0 ; —4).
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1. Lire graphiquement f’(1) et donner I’équation réduite
de la tangente (7).

2. Donner les intervalles sur lesquels la fonction f semble
convexe ou concave.

Que semble représenter le point A pour la courbe

(Cp)?

Partie B : étude analytique

1. Déterminer, en justifiant, la limite de f en +o0, puis
sa limite en 0.

2. On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur
I'intervalle 0 ; 4o0].

(a) Déterminer f’(x) pour x appartenant & l'inter-

valle |0 ; +ool.
(b) Montrer que pour tout x appartenant a linter-
valle |0 ; +o0],
2@+ 1)(x—1
f”(.’l:) — ( x)g( ) .

3. (a) Etudier la convexité de la fonction f sur l'inter-
valle |0 ; +ool.

(b) Etudier les variations de la fonction f’, puis le
signe de f’(z) pour x appartenant & l'intervalle
J0; +ool.

En déduire le sens de variation de la fonction f
sur lintervalle 0 ; +oo].

Montrer que équation f(z) = 0 admet une
unique solution « sur l'intervalle |0 ; +ool.

Donner la valeur arrondie au centiéme de « et
montrer que « vérifie :

1
a? =exp <2> .

@
E Asie 7 juin 2021
Partie I : lectures graphiques
f désigne une fonction définie et dérivable sur R.
On donne ci-dessous la courbe représentative de la fonction
dérivée f’.

Courbe de la fonction dérivée [’
- T T A T T T T —

Avec la précision permise par le graphique, répondre aux
questions suivantes

1. Déterminer le coeflicient directeur de la tangente a la
courbe de la fonction f en 0.

2. (a) Donner les variations de la fonction dérivée f'.

(b) En déduire un intervalle sur lequel f est convexe.

Partie II : étude de fonction
La fonction f est définie sur R par

5
f(z)=1In (x2+x+2) .
1. Calculer les limites de la fonction f en 400 et en —co.

2. Déterminer une expression f’(x) de la fonction déri-
vée de f pour tout = € R.

3. En déduire le tableau des variations de f. On veillera
a placer les limites dans ce tableau.

4. (a) Justifier que I'équation f(z) = 2 a une unique

1
solution a dans l'intervalle =5 +o00].

(b) Donner une valeur approchée de o & 107! preés.

5. La fonction f’ est dérivable sur R. On admet que,
—222 -2z +4

x2+m+§ 3
2

Déterminer le nombre de points d’inflexion de la
courbe représentative de f.

pour tout x € R, f"(x) =
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Soit f la fonction définie sur l'intervalle 0 ; +oo| par

fl@)=xln(z) + 1

On note Cy sa courbe représentative dans un repére du plan.

1. Déterminer la limite de la fonction f en 0 ainsi que
sa limite en +o0.

On admet que f est dérivable sur ]0 ; +oo et on
notera f’ sa fonction dérivée.

Montrer que pour tout réel x strictement positif :
f'(z) =1+ In(z).

En déduire le tableau de variation de la fonction
fsur]0; +oo[. Ony fera figurer la valeur exacte
de Pextremum de f sur |0 ; +oo[ et les limites.

Justifier que pour tout z €]0 ; 1[, f(z) €]0; 1[.
Déterminer une équation de la tangente (T) a la
courbe Cy au point d’abscisse 1.

Etudier la convexité de la fonction f sur
10; +o0f.

En déduire que pour tout réel z > 0 :
fl@) >

()

4. On définit la suite (uy,) par son premier terme ug €
]0; 1] et pour tout entier naturel n :

Un+1 = [ (un)
Démontrer par récurrence que pour tout entier
naturel n, on a : 0 < u,, < 1.
Déduire de la question 3. c. la croissance de la
suite (up,).

En déduire que la suite (u,) est convergente.
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Soit f une fonction définie et dérivable sur R. On considere
les points A(1; 3) et B(3; 5).

On donne ci-dessous Cy la courbe représentative de f dans
un repére orthogonal du plan, ainsi que la tangente (AB) a
la courbe Cy au point A.
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Partie A

1. Déterminer graphiquement les valeurs de f(1) et

f(1).

2. La fonction f est définie par lexpression f(z) =
In (ax2 + 1) + b, ol a et b sont des nombres réels po-
sitifs.

(a) Déterminer lexpression de f’(x).
(b) Déterminer les valeurs de a et b a 'aide des ré-
sultats précédents.

Partie B
On admet que la fonction f est définie sur R par

flz)=In(2* +1) +3—In(2).
1. Montrer que f est une fonction paire.
2. Déterminer les limites de f en +00 et en —oo.
3. Déterminer l'expression de f'(z).

Etudier le sens de variation de la fonction f sur R.

Dresser le tableau des variations de f en y faisant figu-
rer la valeur exacte du minimum ainsi que les limites
de f en —oo et +00.

4. A Taide du tableau des variations de f, donner les
valeurs du réel k pour lesquelles équation f(z) = k
admet deux solutions.

5. Résoudre 'équation f(z) =3 +1n2.

Partie C
On rappelle que la fonction f est définie sur R par f(x) =
In (2% +1) + 3 —In(2).

1. Conjecturer, par lecture graphique, les abscisses des
éventuels points d’inflexion de la courbe Cy.

2. Montrer que, pour tout nombre réel x, on a : f//(z) =
2 (1—a?%)
(a2 +1)°

3. En déduire le plus grand intervalle sur lequel la fonc-
tion f est convexe.

BN 4sie 18 mai 2022

Partie A
4 A L 2
1|
I
I -
B ] ponsense!
} —
] L
J \ A
' 4
] /K
d—o— Jl T LI 12 1o 113
T

Dans le repere orthonormé ci-dessus, sont tracées les
courbes représentatives d’une fonction f et de sa fonction
dérivée, notée f’, toutes deux définies sur |3 ; +oof.

1. Associer a chaque courbe la fonction qu’elle repré-
sente. Justifier.

2. Déterminer graphiquement la ou les solutions éven-
tuelles de 1’équation f(z) = 3.

3. Indiquer, par lecture graphique, la convexité de la
fonction f.

Partie B



1. Justifier que la quantité In (z? —z — 6) est bien dé-
finie pour les valeurs x de l'intervalle |3 ; +oo[, que
I’on nommera I dans la suite.

2. On admet que la fonction f de la Partie A est définie
par f(z) =In (2> —z — 6) sur I.

Calculer les limites de la fonction f aux deux bornes
de l'intervalle I.

En déduire une équation d’une asymptote a la courbe
représentative de la fonction f sur I.

3. (a)
(b) Etudier le sens de variation de la fonction f sur
1.
Dresser le tableau des variations de la fonction f
en y faisant figurer les limites aux bornes de I.

Calculer f’(z) pour tout x appartenant & I.

Justifier que 'équation f(z) = 3 admet une
unique solution « sur lintervalle |5; 6.

Déterminer, a ’aide de la calculatrice, un enca-
drement de o & 1072 pres.

—222 4+ 21 — 13
(22 —2—6)°

(b) Etudier la convexité de la fonction f sur I.

Justifier que f"(x) =

ﬂ Amérique du Sud 26 septembre 2022

Soit g la fonction définie sur 'intervalle |0 ; +o0o[ par

g(w) = 1+ 2%[1 — 21In(2)].

La fonction g est dérivable sur I'intervalle ]0 ; +oo[ et on
note ¢’ sa fonction dérivée.

On appelle C la courbe représentative de la fonction g dans
un repéere orthonormé du plan.

PARTIE A

1. Justifier que g(e) est strictement négatif.

2. Justifier que lim g(z) = —c0.
T——+00
3. (a) Montrer que, pour tout = appartenant a 'inter-

valle |0 ; +oo], ¢'(x) = —4zln(x).

Etudier le sens de variation de la fonction g sur
I'intervalle ]0 ; +oo]

Montrer que équation g(z) = 0 admet
une unique solution, notée «, sur lintervalle
(15 4ool.

Donner un encadrement de o d’amplitude 1072

(d)

4. Déduire de ce qui précede le signe de la fonction g sur
Pintervalle [1 ; +o0].

PARTIE B

1. On admet que, pour tout x appartenant a l'intervalle
[1; af, g"(x) = —4[In(z) +1].
Justifier que la fonction g est concave sur l'intervalle
[1; «a].

2. Sur la figure ci-contre, A et B sont les points de la
courbe C d’abscisses respectives 1 et a.

(a) Déterminer ’équation réduite de la droite (AB).

(b) En déduire que pour tout réel x appartenant a

-2 2a
Pintervalle [1 ; > 2
intervalle [1 ; o], g(z) a—lx—i_afl
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Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est
vraie ou fausse. Chaque réponse doit étre justifiée. Une ré-
ponse non justifiée ne rapporte aucun point.

1. On consideére ci-dessous le tableau de variations d’une
fonction f définie sur R{—2}.

—2 1 400

3
—00 1
(a) Affirmation 1 :

La droite d’équation y = —2 est asymptote ho-
rizontale a la courbe C; de la fonction f.

(b) Affirmation 2 :
li 2
im — =
A2 Ty =5

+00.

2. On considere la fonction g définie sur R par g(z) =
ze *.

(a) Affirmation 3 :

Le point A(2; est 'unique point d’in-

e?
flexion de la courbe C, de la fonction g.
(b) Affirmation 4 :

Pour tout nombre réel x appartenant & |—oo ; 2],
on a g(x) < .

3. Affirmation 5 :

L’équation zIn(xz) = 1 admet exactement deux solu-
tions sur l'intervalle |0 ; +oo.



